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Theme : Annexes

Fiche 1

Equations et inéquations du second degré
Résolution d’équations et factorisation

I. Définition

Définition 42
Soit a, b, ¢ trois réels, a # 0. On appelle discriminant du trindme ax? + bx + ¢ le réel noté A défini
par: A = b? —4ac.

Remarque
A est appelé discriminant du trindme car son signe permet de faire une discrimination entre les équa-
tions selon leur nombre de solutions.

II. Résolution de I'équation ax*+bx+c=0,a#0

Notons (E) 'équation ax’+bx+c=0.
Soit x € R, on a vu chapitre 3 - Fiche 1 que :

9 b)2 -b*+4ac
ax“+bx+c=a +—

X+ —
2a 4a

Donc

b )2_ b?-4ac
2a

ax*+bx+c=alx+—
4a

Ainsi
b\> A

() = alx+—| ——=
2a 4a

b )2 A

X+—| ——

2a 4q2

— a

On raisonne par disjonction des cas:
lercas: A <0
A
4a?
Par conséquent I'équation ax? + bx + ¢ = 0 (E) n’a pas de solution.

A 2
On a alors ——— > 0 et donc (x+—) > 0.
4a? 2a

2
De plus, a (x + 2—) ~1a ne peut pas se factoriser (s’écrire sous la forme d'un produit de facteurs du
a a

premier degré). (Sinon, I'’équation aurait au moins une solution.)
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2¢cas:A=0
Onaalors——2=0etdonc
4a
b\? b
(E) = [x+—] =0 = x=——
2a 2a
b
DoncI’équation (E) a une unique solution : xy = — 22"
2 baZ
Deplus,ax2+bx+c:a(x+—) ——=q x+—) =a(x—x0)2
2a 4a 2a
3ecas:A>0
On aalors: )
b\* (VA
(E) = [x+—| - |—
2a 2a
b VA b VA
— |x+—+—||[x+—-—|=
2a 2a 2a 2a
b VA b VA
< xX=——-—-——oux=—+—
2a 2a 2a 2a Vi Vi
-b-vA -b—-vA
Donc I’équation (E) a deux solutions : x; = ———— et xp = ———

2a 2a

De plus, ax’*+bx+c=a =alx—x1)(x—x2)

o)
X+—| ——
2a 4a

On en déduit la propriété suivante :

Propriété 38
Soit a, b, ¢ trois réels, a # 0. Soit A le discriminant du trindme ax®+ bx+ c. Le nombre de solutions
de I'équation ax® + bx + ¢ = 0 dépend du signe de A :

Signe de A A<O A=0 A>0
Solutions de pas de solution réelle une solution deux solutions
I'équation «double » distinctes :

__»b -b-VA
)CO - xl [

2a 2a

et

-b+VA
Xp = ——

2a

Représentation

graphique i> 0 a>0 a<o

a>0 a<o
Y y Y y
S 5
—
O\ * X X
T_oﬁ #_?
Xg
S0 X S /

la parabole ne coupe | la parabole coupe | la parabole coupe
pas l'axe des abs- | 'axe des abscisses en | 'axe des abscisses en

cisses un unique point deux points
Forme factorisée du | pas de factorisation a(x— xo)2 a(x—x1)(x—x)
trinéme en produit de fac-

teurs de degré 1
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Démonstration : Voir ci-dessus O

III. Exemples

Résoudre les équations suivantes.

a. 2x°-2x-3=0(1)
On calcule le discriminant :
A=b?—dac=4-4x2x(-3)=4+24=28
A >0, donc I'équation (1) a deux solutions :

:—b—\/KZZ—Zﬁ: 1-vV7

X1
2a 4 2
et
—b+VA 242V7 147

Xo = = =

7 2a 4 2
Remarque : Penser a diviser les membres de I'équation si possible pour simplifier les calculs.

3

Ici, (1) <= xz—x—E =0

3
Le discriminant du trindme est A = b*> —4ac =1 +4 x > =7

A >0, doncl’équation (1) a deux solutions :

o Th=VA _1-Vv7
'm0 T 2
et

—b+VA 1+V7
x2: =

2a 2

2
b. 6x% —4x+ 3= 0(2)
On calcule le discriminant :
A=b*>-4ac=16-4x6x 3 =16-16=0

A =0, donc’équation (2) a une solution :
b 4 1

N T2y
c. x+3x°=-1(3)
Ona:
B) = 3x*+x+1=0
On calcule le discriminant :
A=b*—4ac=1-4x3=1-12=-11
A =0, doncl’équation (3) n'a pas de solution.

d. 2x*-5x=0(4)
IIn'y a pas de terme constant : inutile de calculer le discriminant : on factorise !
Ona:
4) <= x(2x-5)=0

— x:Oou2x—55:0

<~ x=0oux=-—-
2
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5
Donc I'équation (4) a deux solutions : 0 et X

e. ¥*+3=0(5
IIn'y a pas de terme de degré 1 : inutile de calculer le discriminant!
Ona:

(B) = x*=-3
Donc I'équation (5) a n’a pas de solution.

On déduit des calculs précédents les factorisations suivantes :

1—\/7)( 1+ﬁ)
1+
2 2

2x2—2x—3:a(x—x1)(x—x2) :2(x—

2 2 _ 2 _ 2
6x“—4x+—-—=a(x—xp)"=6|x——
3 3

2x2—5x—a(x—x - = (—§)
= D(x—x3) =2x|x 2

IV. Remarques

» Toute solution de I’équation f(x) =0 est appelée racine ou zéro du trinéme.

* Les solutions, lorsqu’elles existent, sont les abscisses des points d’intersection de ¢ et de I'axe des
abscisses.

¢ Sil’équation s’écrit ax’*+bx=0ouax’+c= 0, il estinutile de calculer le discriminant (voir exemples
d) ete).

¢ On peut bien siir controler graphiquement les solutions trouvées avec la calculatrice ou un logiciel
comme Geogebra.
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Fiche 2

Equations et inéquations du second degré
Signe du trinome - Résolution
d’'inéquations

I. Signede ax’+bx+c,a#0

Soit f une fonction trindme définie sur R par f(x) = ax*+bx+cou a, b, ¢ sont trois réels, a # 0,

e SiA<O,

by A
onavuque, pourtout xeR, f(x)=al||x+—| ——|.
que.p f ( Za) 4a?

L'expression entre crochets est strictement positive donc f(x) est du signe de a.
e SiA=0,
pour tout x € R, f(x) = a(x— Xo)? ol xg est la racine double du trindme.
Ainsi, si x # xo, f(x) est du signe de a.
e SiA>0,
pour tout x € R, f(x) = a(x— x1)(x — x2) ol x; et x, sont les racines du trinome.
Ainsi, en supposant que x; < x», on a le tableau de signes suivant :

X —00 X1 X2 +00
X —=X1 - 0 + +
X=X - - 0 +

a signe de a signe de a signe de a
fx) signedea (0 signede —a signe de a
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D’ou1 la propriété suivante :

Propriété 39
Soit f une fonction trindme définie sur R par f(x) = ax*+bx+cou a, b, ¢ sont trois réels, a # 0.
Le signe de f est donné par les tableaux suivants :

SignedeA | A>0 | A= o

ol | X |—oo
o

42

\

sugne { signe %sngne ‘
a<

| Signe de

o) = -2 .
f(x)=ax?+ bx + ¢ ‘f(\ i

dea

Courbe
representatlve 7o) I
def

Démonstration : Voir ci-dessus. ]
On peut retenir cette propriété en disant que :

«ax®+bx +cest toujours du signe de a,sauf entre les racines,s’il y en a ».

II. Exemples

Résoudre les inéquations suivantes.
a. 2x*-2x-3>0(1)

On a démontré que le trindbme 2x? - 2x—3 adeuxracines : x; = et x, =

1-vV7 1+vV7
S

De plus, le coefficient du terme de degré 2 est positif, d’ou1 le tableau de signes :

X —00 X1 X2 +00

2x% -2x-3 + 0 - 0 +

Conclusion : I'ensemble des solutions de I'inéquation (1) est ] —oco; x1] U [x2 ; +ool.

2
b. 6x2—4x+§ <0(2)

o 2 . 1
On a démontré que le trindme 6x* — 4x + 3 @uneracine:xo = 2

De plus, le coefficient du terme de degré 2 est positif, d’ot le tableau de signes :

+00

(=] W =

2 442
6x 4x+3 +
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1
Conclusion : 'ensemble des solutions de I'inéquation (2) est {5 }

c. 3x%+x+1>0(3)
On a démontré que le trindme 3x° + x + 1 n’a pas de racine.
De plus, le coefficient du terme de degré 2 est positif donc pour tout x € R, 3x* + x+1 > 0. Par
conséquent, I’ensemble des solutions de I'inéquation (3) est R.
d. —6x*—10x+3<—4+x (4)
Soit x e R,
4) < —6x*—11x+7<0.
Le discriminant du trinéme est A = 121 +4 x 6 x 7 = 121 + 168 = 289 = 17°.
On aA >0, donc le trind6me a deux racines :
_-b-V6 _11-17 6 1
T 22 0 -12 12 2

X1

’

et

y -b+V6 11+17 28 7
2: = = =

2a 12 12 3
De plus le coefficient du terme de degré 2 est négatif, donc le trindme est négatif a I'extérieur
des racines et positif entre les racines, d’ol le tableau de signes :

7 1
X —00 —— - +00
3 2
—6x% —11x+7 - 0 + 0 -
PR T . ye 2 . 7 1
D’ot1 'ensemble des solutions de I'inéquation : |—oco; -3 u 3 ; +00|.
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