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Theme 2 : Arithmétique

Fiche 1
Divisibilité-Division euclidienne

Exercices
.1. Divisibilité
Exercice 89. Déterminer les couples (x; y) d'entiers naturels qui vérifient :
1. x?=y?+21. ‘ 2. x> -7xy=117.
Exercice 90. Déterminer les entiers relatifs n qui vérifient :
1. n?+n=20. | 2. n?+2n=35.

+17

Exercice 91. Lexercice consiste a trouver les valeurs du naturel n > 4 pour lesquelles la fraction

est un entier. o ) .
1. Démontrer que n —4 divise n + 17 équivaut a n —4 divise 21.

2. Déterminer alors toutes les valeurs de n correspondant au probleme.
Exercice 92. Soit'équation (E): xy—-5x—-5y—-7=0.

1. Montrer que :
xy—5x-5y-7=0 & (x-5)(y—5)=32.
2. Déterminer les couples d’entiers naturels (x; y) qui vérifient (E).

Exercice 93. n est un naturel. Démontrer que quel que soit n, 3n* +5n + 1 est impair et en déduire
que ce nombre n’est jamais divisible par n(n + 1).

.2. Division euclidienne

Exercice 94. Lebutde cet exercice est de montrer la validité de la définition de la division euclidienne.

1. Démontrer le lemme d’Archimede :
soit deux entiers naturels a et b (b # 0), alors il existe un entier naturel n tel que : nb > a.

2. Existence d'un couple (g;r) tel que :
a=bg+ravecO0<r<b.
Soit S 'ensemble des entiers s tels que : bs > a.

(a) Montrer que S admet un plus petit élément .

(b) En déduire alors qu'’il existe un entier g tel que : bg < a< b(g +1).
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3. Unicité du couple (g, ).
On suppose qu'il existe deux couples (g ;1) et (¢’ ;') tels que : a=bg+r=bq'+r’ avec
0<r<bet0<r'<b.
Montrer alors que nécessairement g=¢q' et r=r'.

Exercice 95. Trouver les entiers naturels n qui, dans la division euclidienne par 4, donnent un quo-
tient égal au reste.

Exercice 96. Trouver un entier naturel qui, dans la division euclidienne par 23, a pour reste 1 et, dans
la division euclidienne par 17, a le méme quotient et pour reste 13.

Exercice 97. On divise un entier naturel n par 152, puis par 147. Les quotients sont égaux et les restes
respectifs sont 13 et 98. Quel est cet entier naturel n?

Exercice 98. Sil’on divise un entier A par 6, le reste est 4. Quels sont les restes possibles de la division
de Apar 18?2
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Fiche 2

Pgdc-Algorithme d’Euclide

Exercices
Pgcd
Exercice 99. Dresser la liste des diviseurs positifs de 72 et de 60. En déduire leur PGCD.

Exercice 100. Si, en un point donné du ciel, un astre A apparait tous les 28 jours et un astre B tous les
77 jours, avec quelle périodicité les verra-t-on simultanément en ce point ?

Exercice 101. Déterminer tous les entiers naturels n inférieurs a 200 tels que : pged(n;324) = 12.

Exercice 102. a et b sont deux entiers naturels non nuls tels que a > b.
1. Démontrer que : pged(a; b) = pged(a — b; b).
2. Calculer les PGCD des entiers suivants par cette méthode, répétée autant de fois que nécessaire :
(a) 308 et 165.
(b) 1008 et 308.
(c) 735et210.

3. (a) Ecrire en langage Python une fonction retournant le pged de a et b donnés en entrée cor-
respondant a cette méthode.

(b) Expliquer la condition de la ligne 6.

Algorithme d’Euclide

Exercice 103. Utiliser I'algorithme d’Euclide pour trouver le PGCD des nombres suivants :
1. 441 et 777.
2. 2004 et 9185.

Exercice 104. Utiliser 'algorithme d’Euclide pour trouver le PGCD des nombres suivants :
1. 2012 et 7545.
2. 1386 et 546.

Exercice 105. Utiliser 'algorithme d’Euclide pour trouver le PGCD des nombres suivants :
1. 4935 et517.
2. 1064 et 700.

Exercice 106. Les entiers suivants sont-ils premiers entre eux ?

1. 4847 et 5633.
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2. 5617 et 813.

Exercice 107. Sion divise 4294 et 3521 par un méme entier positif, on obtient respectivement 10 et
11 comme reste.
Quel est cet entier ?

Exercice 108. En divisant 1809 et 2527 par un méme entier naturel, les restes sont respectivement 9
et7.
Quel est le plus grand nombre que I'on peut obtenir comme diviseur ?
Exercice 109. On note n un naturelnonnul,a=3n+1letb=5n-1.
1. Montrer que le pgcd(a, b) est un diviseur de 8.

2. Pour quelles valeurs de n, pgcd(a, b) est-il égal a 8?

Exercice 110. n est un entier relatif quelconque. On pose :
A=n-1 et B=n?>-3n+6.
1. (a) Démontrer que le PGCD de A et de B est égal au PGCD de A et de 4.
(b) Déterminer, selon les valeurs de I'entier n, le PGCD de A et de B.

2. Pour quelles valeurs de I'entier relatif n, n # 1,

2
n“—-3n+6
—— est-il un entier relatif ?
n —
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Fiche 3

Congruences

Exercices

Exercice 111. Soit un entier naturel n > 2 et a, b des entiers relatifs vérifiant: a= b (n).
Démontrer, en vous appuyant sur les preuves du théoreme de compatibilité, que : V ke N, a
b* (n).

Exercice 112. Résoudre dans Z les systémes suivants :

{ =-2(5)
1.
x>0

Exercice 113. Trouver les restes de la division euclidienne par 7 des nombres : 351'2 x 85! et 16'2 —
2312,

100 < x <125

{x+2z—1n)
2.

Exercice 114. Vérifier que 2% =-1(17) et 62 =2 (17).
Quel est le reste de la division par 17 des nombres 153220 et 34612 ?

Exercice 115. Vérifier que 999 est divisible par 27, puis que 103" =1 (27), avec neN.
Quel est alors le reste dans la division de 10'%° +100'° par27?

Exercice 116. Démontrer que pour tout entier naturel k, on a:
5% _1 divisible par 13.

Exercice 117. Démontrer que pour tout entier naturel 7,

52" — 14" est divisible par 11.

Exercice 118. 1. Quels sont les restes possibles de la division de 3" par 112
2. En déduire les entiers n pour lesquels 3" +7 est divisible par 11.

Exercice 119. Démontrer que pour tout entier n, n? est congru soit a 0, soit a 1, soit a 4, modulo 8.
Résoudre alors dans Z I’équation :
(n+3)2-1=0(8).

Exercice 120. Déterminer les restes de la division euclidienne de 5" par 11 suivant les valeurs de n.
On donnera les résultats sous forme d’'un tableau.

Exercice 121. 1. Compléter cette table des restes dans la congruence modulo 4.
X = 0 1 2 3
x?=

2. Prouver que I'équation 7x?—4y? =1, d’inconnues x et y entiers relatifs, n’a pas de solution.
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3. Résoudre dans Z I'équation (x+3)2=1 (mod 4).
Exercice 122. Déterminer les entiers n tels que 2" — 1 est divisible par 9.
Exercice 123. 1. Déterminer 'ensemble E;, des entiers relatifs x tels que le nombre n = xX2+x-2

est divisible par 7.

2. Déterminer I'ensemble E, des entiers relatifs x tels que le nombre n = x? + x — 2 est divisible par
3.

3. kestun entier relatif.
Vérifier que si, x=1+21k ou x=-2+21k, alors n=x?+x—2 estdivisible par 42.

Exercice 124. Déterminer le reste dans la division euclidienne de 11%°!! par 7.
Exercice 125. Soit n un entier naturel, on sépare son nombre de dizaines a et le chiffre des unités b.
Onaalors: n=10a+b.
1. Prouver que n est divisible par 17 si, et seulement si, a—5b est divisible par 17.
2. Montrer par ce procédé (que I'on peut réitérer) que les nombres : 816 et 16 983 sont divisibles
par 17.
Exercice 126. Onpose A,=n’-n, neN.
1. Montrer que A, est pair.
2. Montrer que A, est divisible par 3.
3. Enutilisant les congruences modulo 5, démontrer que A, est divisible par 5.
4

. Pourquoi A, est-il divisible par 30?
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Fiche 4

Bézout

I. Algorithme d’Euclide et Théoreme de Bézout

I.1. Surunexemple

On sait que I'algorithme d’Euclide permet de trouver le pgcd noté d de deux nombres a et b entiers.
On va prouver qu’il existe des coefficients entiers relatifs u et vtelsque ax u+bxv=d.
Considérons le cas de a =125 et b = 70.

Ecrivons chacune des étapes de I'algorithme d’Euclide :

a=125 b=70 qgo=1 r9=55 ryp=125-1x70

b=70 1ry=55 qg1=1 r=15 r =70—-1x55=70-1x(125-70)=2x70—-1x125

ro=55 rn =15 ¢g2=3 1r;=10 1, =55-3x15=(125-70)-3x(2x70—-125) =-7x70+4x125

r1=15 r,=10 ¢g3=1 1r3=5 1r3=15-1%x10=2x70-1x%x125—-(-7x70+4 x 125)
=9x70-5x125

ro =10 r3=5 q1=2 1r4=0

En organisant ainsi I'algorithme d’Euclide, on peut conclure que :
le pgcd de 125 et 70 est 5 et on a déterminé deux nombres u et v tels que :
125xu+70xv=5(u=-5 et v=9).

I.2. Extension au cas général

Soit a et b deux nombres entiers avec a > b. Ecrivons |'algorithme d’Euclide, et supposons que le reste
nul soit al'étape k + 1 et notons le ri;; = 0. Alors le pged de a et b est le reste a I'étape k.
Posonsr_j=betr_o=a

Posonsu_,=1letv_=0

Posonsu_1=0etv_;=1

On a alors

ro=axu_s+bxv_y

roi=axu_1+bxv_

Soit i un entier compris entre 0 et k supposons que :

Ficg=Uj—2Xa+Vj2xb
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ri-1=Uj-1Xa+vi-1xb

alors
Ii=Tri-2={i*Ti-1
alors
ri=uj2xa+viaxb—q;x Uiy xa+vi1xb)
alors

ri=Wi—a—qixuji—1)xa+Vi—2—q;i xvi-1) xb

posons alors u; = uj_» — q; x Uj—1 €t v; = Vj_2 — g; x Vj—1 et on peut écrire que :
ri=u;xa+v;xhb

L'égalité précédente écrite avec i = k permet d’écrire que : le pgced peut s’écrire comme combinaison
linéaire de a et b et on dispose d'un algorithme permettant de trouver ces coefficients.

I.3. Présentation de I'algorithme d’Euclide étendu

On présente sous forme d’'un tableau. Application avec a=777 et b=441.

777 441 336 1 1 -1
441 336 105 1 -1 2
336 105 21 3 4

105 21 0

On peut vérifier que 777 x 4 +441 x (-7) =21

I1.4. Lethéoréeme de Bézout

Théoréeme 5
Soient a et b deux entiers naturels non simultanément nuls. Notons d leur PGCD. Alors il existe
des entiers u et v tels que :

d=au+bv

En particulier,
a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe des entiers u et v tels que :

au+bvr=1

De tels coefficients u et v sont appelés des coefficients de Bézout.
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Exercices

Exercice 127. Soit I'égalité de Bézout : « Soit a et b deux entiers non nuls et D leur PGCD. 1l existe un
couple d’entiers relatifs telle que au + bv = D ».

1. Démontrer le théoreme de Bézout « a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe
un couple d’entiers relatifs (i; v) tel que au+ bv = 1».

2. En déduire que si pged(a; b) = D, alors a= Da’ et b= Db’ avec pged(a’; b') = 1.

Exercice 128. Démontrer que, pour tout relatif k,
(7k +3) et (2k + 1) sont premiers entre eux.

Exercice 129. n estun entier naturel, a=7n+4etb=5n+3.
Montrer, pour tout n, que a et b sont premiers entre eux.

Exercice 130. Démontrer que pour tout relatif n, les entiers (147 + 3) et (5n + 1) sont premiers entre
eux. En déduire pged(87;31).

n
Exercice 131. Prouver que la fraction PP est irréductible pour tout entier naturel n.
n

2n+1
Exercice 132. Prouver que la fraction D est irréductible pour tout entier naturel 7.
n(n

3

Exercice 133. La fraction . est-elle irréductible pour tout entier naturel n ?

Exercice 134. Montrer que 17 et 40 sont premiers entre eux puis déterminer un couple d’entiers rela-
tifs (x; y) telque : 17x —-40y = 1.

Exercice 135. Montrer que 23 et 26 sont premiers entre eux puis déterminer un couple d’entiers rela-
tifs (x; y) tel que : 23x+ 26y = 1.

Exercice 136. L'équation 6x +3y =1 admet-elle des solutions entieres ? Et 'équation 7x +5y =12

Exercice 137. Montrer que 221 et 331 sont premiers entre eux puis déterminer un couple d’entiers
relatifs (x; y) tel que: 221x—-331y =1.

Exercice 138 — Vrai ou faux? S'il existe deux entiers relatifs u et v tel que au + bv = 3, alors le PGCD
de a et de b est égal a 3. Justifier.
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Fiche 5

Gauss-Equations Diophantiennes

I.

Théoreme de Gauss et son corollaire

Théoréme 6
Soit a, b et ¢ des entiers,
Si a divise bc et si a est premier avec b alors a divise c.

Théoréeme 7
Corollaire : Si deux entiers a et b premiers entre eux divisent I'entier c alors le produit ab divise c.

II.

II.1.

Résolution d’équations Diophantienne ax + by =c

Résolutionde 2x -3y =5

Déterminer tous les couples d’entiers (x, y) solutions de I'équation 2x —3y =5.

*

*

Recherche d'un couple solution :
Le couple (1; —1) est un couple solution de I'’équation. Notons le (xg; yo)

Supposons que (x, y) soit un couple d’entiers solution de I'équation, alors :
2x-3y=5
alors
2x-3y=2x0-3y0
alors
2x-2x0=3y-3y
alors

2(x—x0) =3(y—y0)
alors 2 divise 3(y — yp) or 2 et 3 sont premiers entre eux, donc D’apres le théoréme de Gauss, 2
divise y — yp.
Il existe ainsi un entier k relatif tel que
¥— Yo =2k. Enremplacanty — yy dans I’équation 2(x — xp) = 3(y — yo), on obtient que x— x( = 3k.
Ainsi
si (x, y) est solution de 2x — 3y = 5 alors il existe un entier k tel que x=1+3ket y=—-1+2k.
Réciproquement, si il existe k entier telque x = 1+3ket y=—-1+2k alors2x—3y =2+6k—(-3+
6k) alors 2x -3y =5.
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* Conclusion :
S={1+3k,-1+2k);keZ}

III. Exercices

Exercice 139. En utilisant le théoréeme de Gauss, déterminer les couples d’entiers relatifs (a; b) qui
vérifient :
33a—-45b=0.

Exercice 140. 1. En utilisant le théoreme de Gauss, déterminer les couples d’entiers relatifs (x; y)
qui vérifient :
7(x—3)=5(y—2).

2. Dela question précédente, déterminer les entiers naturels x tels que : 7x = 1 (5).

Exercice 141. En utilisantle théoreme de de Gauss, démontrer le corollaire du théoreme de Gauss :« Si
b et c divisent a et si b et ¢ sont premiers entre eux, alors bc divise a ».
Exercice 142. 1. Montrerquesin=0(8) etn=0(9), alors n=0 (72).

2. Montrerquesin=3(8) etn=2(9), alors n=11 (72).

3. Montrer que si n = c (a) et n=d (b), avec a et b premiers entre eux alors n = chv + dau (ab) ou
u et v sont les coefficients de Bezout associés a aet b (au+ bv=1).

4. En déduire les entiers naturels n compris entre 100 et 200 tels que n=3 (13) et n =2 (11).

III.1. PPCM

Exercice 143. Soit deux entiers relatifs a et b.

On appelle ppcmi(a; b) le plus petit multiple strictement positif de a et de b.
1. Calculer ppcm(18;12) et ppcm(24 ; 40).

7 11
2. Calculer 6 + TS Que représente ppcm(6 ; 15)?

Exercice 144. On appelle D =pgcd(a; b) et
M =ppcm(a; b).

1. Montrer que si a= Da' et b= Db', alors M = Da'b'.
2. Endéduire que: D x M = ab.
Exercice 145. Soit a et b deux naturels tels que a < b.

En utilisant les propriétés de 'exercice , déterminer a et b tels que : pged(a; b) =6 et ppcm(a ; b) =
102.

IIL.2. Equation dutype ax+ by=c

Exercice 146. Soitl'identité de Bézout : « Soit a et b deux entiers non nuls et D leur PGCD. Il existe un
couple d’entiers relatifs tel que au + bv =D ».

Démontrer le corollaire du théoreme de Bézout : « Léquation ax+ by = c admet des solutions entiéres
si, et seulement si, ¢ est un multiple du pged(a ; b) ».

Exercice 147. Soit]’équation (E) : 4x—3y =2.

1. Déterminer une solution particuliere entiere a (E).
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2. Déterminer ’ensemble des solutions entiéres.

Exercice 148. Soit I'équation (F) :3x -4y =6.
1. Déterminer une solution particuliere entiere a (F).

2. Déterminer ’ensemble des solutions entiéres.

Exercice 149. Soit’équation (G) : 5x+8y =2.
1. Déterminer une solution particuliere entiere a (G).

2. Déterminer I’ensemble des solutions entiéres.

Exercice 150. SoitI'équation 13x—-23y=1.
1. Déterminer une solution particuliere entiére, al’aide de I'algorithme d’Euclide, a cette équation.
2. Déterminer 'ensemble des solutions entieres.
Exercice 151. 1. Déterminer I'ensemble des couples (x; y) des nombres entiers relatifs, solutions
de l'équation :
(E) : 8x-5y=3.
2. Soit m un nombre entier relatif tel qu'il existe un couple (p; g) de nombres entiers vérifiant :
m=8p+letm=>5qg+4.
Montrer que le couple (p, q) est solution de I'équation (E).

3. Déterminer le plus petit de ces nombres entiers m supérieur a 2 000.

Exercice 152. 1. On considere I'équation (E) a résoudre dans Z :
7x=5y=1.
(a) Vérifier que le couple (3; 4) est solution de (E).

(b) Montrer que le couple d’entiers (x; y) est solution de (E) si, et seulement si, 7(x—3) =5(y —
4).
(c) Montrer que les solutions entieres de I'équation (E) sont exactement les couples (x;y)

d’entiers relatifs tels que :

x=5k+3
ou keZ.

y=7k+4

2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des blancs. Sur les 25 jetons, il y a x jetons
rouges et y jetons verts.

Sachant que 7x -5y = 1, quels peuvent étre les nombres de jetons rouges, verts et blancs ?
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Fiche 6

Nombres premiers-Génétalités

I. Définition et propriétés

I.1. Définition

Définition 4
Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs positifs : 1 et
lui-méme.

Consequences
— 1 n’est pas un nombre premier (il n’a qu'un seul diviseur).
— Un nombre premier p est un entier naturel supérieur ou égal a 2, soit: p>2.
— Les nombres premiers inférieurs a 100 sont :
2,3,5711,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 et 97.

— Si un entier naturel n n'est pas premier, il admet un diviseur d telque: 2<d < n.

Remarque
Un entier naturel non premier est parfois appelé un nombre composé.

I.2. Critere d’arrét ou test de primalité

Propriété 8 (Critere d’arrét)
Tout entier naturel n, n = 2, admet un diviseur premier.
Si n n’est pas premier, alors il admet un diviseur premier p telque: 2<p < /n.

Démonstration: = — Si n est premier, il admet un diviseur premier : lui-méme.

— Si n n’est pas premier, 'ensemble D des diviseurs d de n tels que : 2 < d < n n’est pas vide.
D’apreés le principe du bon ordre, il admet donc un plus petit élément p.
Si p n’était pas premier, il admettrait un diviseur d’ tel que 2 < d’ < p qui diviserait aussi n. Ceci
est impossible car p est le plus petit élément de D. Donc p est premier.

— On adonc p premier et n = p x g avec p < q. En multipliant cette inégalité par p, on obtient :

p’<pq o p’<n, soit p<vn
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Exercice 153 — Montrer qu'un nombre est premier Pour montrer qu'un naturel n est premier, on
utilise la contraposée du critére d’arrét :
«Si n n"admet pas de diviseur premier p tel que 2 < p < +/n, alors n est premier. »

Montrer que 109 est un nombre premier.
correction On a 10 < v/109 < 11. Donc si 109 n’est pas premier, il admet un diviseur premier inférieur
all.
On teste tous les nombres premiers strictement inférieurs a 11, soit: 2,3,5et 7.
— Des regles de divisibilité, on déduit que 109 n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.
— En effectuant la division euclidienne de 109 par 7, on obtient: 109 =7 x 15+4.
109 n’est donc pas divisible par 7.

— Conclusion : 109 n’est pas divisible par 2, 3, 5, et 7 donc 109 est premier.

Exemple On obtient alors pour les nombres 527, 719,
Le programme ci-dessous détermine si un | 1j1711] et37589 que:

nombre N est premier. N'ayant pas a notre dis-
position la liste des nombres premiers : — 527 est divisible par 17;

— onteste si N est divisible par 2; — 719 est premier;

— puis on teste les diviseurs impairs par ordre
croissant tant que ceux-ci sont inférieurs a
VvV N. — 37589 est premier.

— 11111 est divisible par 41;

Exercices

Exercice 154. methode-test primarite
Sans calculatrice, a ’aide de divisions successives et du critere d’arrét, déterminer si les entiers sui-
vants sont premiers ou non.

97, 117; 271; 323; 401 ; 527 ; 719

Exercice 155. Montrer que 271 est premier. On expliquera clairement la méthode utilisée.
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Fiche 7

Nombres premiers

1.

Infinité des nombres premiers

Propriété 9
Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration: Cette preuve, par ’absurde ou par contradiction est celle proposée au III¢ siécle av.
J.-C., par Euclide, dans son ouvrage « Les Eléments».

Il en existe bien évidemment d’autres.

Supposons qu’il existe un nombre fini » de nombres premiers: pi, p2,..., Pi,--- Pn-

Soit N un nombre entier non premier, supérieur a 2, tel que :

szlxl)zx"‘xpix"'xl)n"‘l-

D’apres le critere d’arrét, N admet un diviseur premier.

Soit p;, i €1{1,2,..., n}, ce diviseur premier.

pi divise donc p; x pp x -+ x p;x -+ x p, et N.

Il divise donc la différence N — (p; x pa x -+ x p;j X ++- x py) = 1.

Ceci est impossible car P; = 2, donc I'hypothése qu’il existe un nombre fini de nombres
premiers est contradictoire. U

.2. Crible d’Eratosthéne

Pour dresser la liste des nombres premiers inférieurs ou égauxa N :

Ecrire la liste des entiers de 2 a N.

D’apres le critere d’arrét, tous les nombres composés (non premiers) plus petits que N ont un
facteur premier inférieur ou égal a v/N.

Eliminer de la liste tous les multiples de 2 sauf 2.

Le nombre suivant non éliminé est alors premier. Ici on trouve 3.

Eliminer de la liste tous les multiples de 3 sauf 3.

Le nombre suivant non éliminé est alors premier. Ici on trouve 5.

Réitérer I'étape ci-dessus tant qu'il existe des multiples de nombres premiers inférieurs ou égaux

avN.

Remarques

1.

Pour éliminer les multiples de a supérieurs a4 a, commencer a a?, car les multiples inférieurs a

a ont déja été éliminés. En effet, les multiples de a inférieurs a a® sont aussi des multiples de
nombres inférieurs a a. Par exemple lorsqu’on élimine les multiples de 7, on commence a partir
de 49.
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2. Si N =150, comme /150 = 12,25, alors tout nombre composé sera éliminé en tant que multiple
de2, 3,5, 7et1l.

Exemple
Pour N =100, on obtient le tableau suivant.

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 8 8 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Remarque
On appelle fonction de compte des nombres premiers, la fonction notée 7 (x) qui compte les nombres

premiers inférieurs ou égaux a x.
On a par exemple : 7(100) = 25, 7(200) = 46, 7(500) = 95, 7(1000) = 168.

.3. Théoréeme de Gauss et nombres premiers

Propriété 10
Un nombre premier divise un produit de facteurs si, et seulement si, il divise 'un de ces facteurs.
Soit p un nombre premier et a, b deux entiers :

Si p divise ab < p divise a ou p divise b.

Démonstration: Comme p est premier,ona: pgcd(p,a)=p oupgcd(p,a)=1.
— Si pged(p, a) = p, alors p divise a.

— Si pged(p,a) = 1, alors p et a sont premiers entre eux. D’apreés le théoreme de Gauss (voir

chapitre 2), p divise b. O
Remarque
En particulier, si p est premier et divise une puissance a¥, alors nécessairement p divise a. De cela

découle que p* divise aF.

Consequences

— Si un nombre premier p divise un produit de facteurs premiers, alors p est 'un de ces facteurs
premiers.
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— Si un nombre n est un carré, alors toutes les puissances des facteurs de sa décomposition en
facteurs premiers sont paires.

— Soit p1,p2,. ..,px des nombres premiers distincts et a;,a»,. ..,a des entiers naturels non nuls. Si,
pourtouti€{1,2,...,k}, p;.’” divise un entier n, alors le produit pf” pgz e pg" divise aussil'entier
n.

Exercices

Exercice 156. Donner la liste des nombres premiers inférieurs
a 50. Les nombres 577 et 689 sont-ils premiers ?
Exercice 157. p est premier et p > 5.

1. Démontrer que p? — 1 est divisible par 3.

2. Démontrer que p? — 1 est divisible par 8.

3. Endéduire que p? — 1 est divisible par 24.

Exercice 158. Soit p soit un nombre premier tel que p > 3.
1. Quels sont les restes possibles dans la division de p par 12?
2. Prouver que p? + 11 est divisible par 12.
Exercice 159. Démontrer que pour tout n entier (n > 1), 30n + 7 n'est jamais la somme de deux
nombres premiers.
Exercice 160. Soitle nombre N =2n%+n—10avec neN.
1. Factoriser N.
2. Pour quelles valeurs de n, le nombre N est-il

premier?

Exercice 161 — Vrai ou faux? Soitle nombre N =2n?+7n+6 avec n € N.

La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?

Justifier.

«Il existe une valeur de 7 telle que N soit premier. »

Exercice 162. On considére un entier 7 tel que n? = 17p + 1, ol p est premier.
1. Ecrire 17p comme le produit de deux facteurs.
2. Citer le théoreme de Gauss appliqué aux nombres premiers.

3. En déduire n, puis p.

Exercice 163. On considére un entier 7 tel que n? =29p + 1, ol p est premier.

1. Ecrire 29p comme le produit de deux facteurs en fonction de n.

2. Citer le théoreme de Gauss appliqué aux nombres premiers.

3. En déduire 7, puis p.
Exercice 164. Est-il possible de trouver un nombre premier p tel que p+1000 et p+2000 soient aussi
premiers ?

Aide : On pourra raisonner modulo 3, c’est-a-dire que 1'on analysera successivement les cas p = 0,
p=1 et p=2 modulo 3.
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Exercice 165 — [Nombres de Mersenne ] On appelle nombres de Mersenne, les nombres M, de la
forme: M, =2" -1, avec n € N*.

1. Calculer les six premiers nombres de Mersenne.
Quels sont ceux qui sont des nombres premiers ?

2. Soit n un entier naturel non nul et a un entier.
Montrer la factorisation standard :
a*-1=(a-D(@" '+a"2+---+a+1).

3. En déduire que, si d est un diviseur de n, M, est
divisible par 24 1.

4. Montrer que, si M,, est premier, alors n est premier. La réciproque est-elle vraie? (On pourra
calculer Mj;.)

5. Soit a et n deux entierstelsque: a>2 et n>2.

Montrer que si a” — 1 est premier, alors a =2 et
n est premier.

Exercice 166 — Nombres de Fermat Soit 7 un entier naturel, on appelle nombre de Fermat le nombre
F,telque: F, = 22" 4 1.
1. Soit k un entier naturel non nul.

(a) Montrer pour tout entier naturel x que :

ot xt—x+1).

(b) Montrer que si m est un entier naturel impair, 2" + 1 n’est pas premier.

(c) Montrer que si m est un entier naturel qui possede un diviseur impair, 2" + 1 n’est pas
premier.

(d) En déduire que les seuls entiers naturels de la forme 2 + 1 sont les nombres de Fermat.

2. Calculer les cinq premiers nombres de Fermat :

Fy, F1, F», Fs et Fy puis vérifier qu’ils sont premiers.
3. Vérifier que pour tout entier naturel 7 :

Fpi1=(Fr =1 +1.

En déduire pgcd(F; ; Fpn+1)-

4. Montrer que, pour tout entier naturel »n tel que n > 2, F,, =7 (10).
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Fiche 8

Nombres premiers

I. Décomposition, diviseurs d’'un entier

I.1. Théoréme fondamental de 'arithmétique

Théoréme 8

Tout entier n = 2 peut se décomposer de facon unique (a 'ordre des facteurs pres) en produit
de facteurs premiers. Soit p1, p2 ... pm des nombres entiers premiers distincts et a1, @y, ... a,, des
entiers naturels non nuls :

— ,31 ar a
n=p; Xpy x---xpm’”

Exercice 167 — Décomposer un nombre en produit de facteurs premiers Décomposer 16 758 en pro-
duit de facteurs premiers.
Correction

16758 | 2 On présente la décomposition avec une barre ver-
ticale ot 'on écrit a droite, les diviseurs premiers
8379 13 et, a gauche, le quotient des divisions successives
2793 | 3 par ces diviseurs premiers pris dans |'ordre crois-
sant.
931 | 7
Onadonc 16758 =2 x 32 x 72 x 19.
133 | 7
19 | 19
1

Démonstration: Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2.

— Si n est premier, alors n se décompose en lui-méme.

Sinon n=p; xq; avec p; < q; et p; premier car, d’apres le critére d’arrét, n admet un diviseur
premier p; tel que 2 < p; </n.

— Si g, est premier, alors n se décompose en n = p; x q.

Sinon q; = p2 x q2 avec p2 < g, et p, premier car, d’apres le critere d’arrét, g, admet un divi-
seur premier p; tel que 2 < p, < ,/g;. On aalors g, < q;.
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— Si g, est premier, alors n se décompose en n = p; x pa X q>.

Sinon on réitere le processus, obtenant gs, q4,..., g, avec gz > g4 > > gn = 2.
Toute suite strictement décroissante dans N est stationnaire a partir d'un certain rang n donc
qn est premier.

n se décompose en produit de facteurs premiers: 7n=p; x p2 X -+ X Py X qp.

Les facteurs premiers pi, p2, ..., pn €t g, peuvent étre éventuellement identiques. On les re-
groupe alors sous la forme pf“ X pgz X .o X poy, avec aq,®s,..., &, des entiers naturels non
nuls.

Lexistence de la décomposition est alors démontrée. L'unicité de la décomposition est admise. [

Exercice 168 — Déterminer le PGCD de deux nombres a partir d'une décomposition en produit de facteurs premier:
Déterminer pged (126 ; 735) al'aide d’'une décomposition en produit de facteurs premiers.

Coﬂegﬁ’&écompose les deux nombres en produit de facteurs premiers.

126 2 735 3 Onadonc:
126 =2x32x7
63| 3 245 | 5 )
735=3x5x7
21 |3 49 | 7
717 77
1 1

— On détermine les facteurs premiers communs pour trouver le pged de ces deux nombres.

pged(126; 735) =3 x 7 =21.
Remarque

Lalgorithme d’Euclide est a préférer pour la recherche du pged a la méthode par décomposition car il
est plus économe en opérations :
735=126 x5+105

126 =105x1+21
105=21x5
On obtient pged(735 ; 126) en trois étapes.

I.2. Diviseurs d’un entier

Propriété 11
Soit un nombre 7 (n = 2) dont la décomposition en produit de facteurs premiers est :

n=pix pg?x-x pp.
Alors tout diviseur d de n a pour décomposition :
p2 pm

d:pflxpz x---xpy, avec 0<fB;<a; et ie{l,2,..., m}

Le nombre N de diviseurs est alors: N = (a; +D)(az +1)...(a;, +1).

Remarques
— Le nombre de diviseurs d'un entier se calcule facilement car la puissance d'un facteur premier
pi peut varier de 0 a «;, ce qui fait (a; + 1) possibilités.

53



Lycée Fénelon option Mathématiques Expertes- Terminale

— Pour qu'un entier n admette un nombre impair de diviseurs, les («a; + 1) doivent étre impairs,
donc toutes les puissances a; doivent étre paires. Le nombre 7 est alors un carré.

Exercice 169 — Trouver le nombre de diviseurs d’'un entier Trouver le nombre de diviseurs de 120,
puis déterminer tous ses diviseurs.
— On décompose 120 en facteurs premiers : 120 = 23 x 3 x 5.

Onalors: 3+ 1)(1+1)(1+1) =4x2x2=16. Il ya 16 diviseurs pour 120.

— Pour déterminer tous ses diviseurs, on peut utiliser un tableau a double entrée en séparant les
puissances de 2 et les puissances de 3 et 5. On obtient alors :

x 20 2l 2 3

300 1 2 4 8

315 3 6 12 24

3051 5 10 20 40

3151 15 30 60 120

Les 16 diviseurs de 120 sont donc: Dy =1{1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24,30,40,60,120}.

— On peut aussi utiliser un arbre pondéré dont les coefficients sont les facteurs premiers possibles.

di2o

5 / V y
AV A N ANEVAN
SN AN A A A

120

Exercice 170 — Déterminer un entier conditionné par ses diviseurs Un entier naturel n a 15 diviseurs.
On sait de plus que 7 est divisible par 6 mais pas par 8. Déterminer cet entier n.Correction

— Lentier n a 15 diviseurs. Il faut donc connaitre toutes les décompositions de 15 en facteurs
supérieurs a 1. Il n'y a que deux décompositions possibles soit en un seul facteur 15, soit en
deux facteurs 3 x 5.

— On sait que 7 est divisible par 6, il est donc divisible par 2 et par 3. Donc n admet au moins deux
facteurs premiers. Comme 15 ne peut se décomposer en plus de deux facteurs, alors 7 ne peut
admettre que deux facteurs premiers:2 et 3. Onadonc: n = 2936,

— Comme on a 15 =3 x 5 diviseurs, alors: (1+ a)(1+ ) =3 x5.
— On trouve alors deux solutions: a=2 et =4 ou a=4 et f=2.

— On sait de plus que n n'est pas divisible par 8 = 23, donc a est inférieur a 3. n est donc :

n=223*=4x81=324.
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Exercice 171. Déterminer le plus petit entier naturel possédant 28 diviseurs.Correction
Soit n I'entier cherché.

Trouvons toutes les décompositions de 28 en produit de facteurs supérieurs a 1. On peut
décomposer 28 en 1, 2 ou 3 facteurs: 28 ou 2x140u4dx7 ou 2x2x7.

— Enun facteur.
Le plus petit entier n est alors n=2% avec a +1 =28, soit a =27.
Donc n=2%"=134217728.

— Endeuxfacteurs: 28 =2 x 14.
Le plus petit entier n estalors: n=2%x3f avec a+1=14 et f+1=2.

Ontrouve: a=13 et B=1, donc n=2"13x3=24576.

— Endeuxfacteurs: 28 =4 x7.
Le plus petit entier n estalors: n=2%x3f avec a+1=7 et f+1=4.

Ontrouve: a =6 et f=3,donc n=25x3%=1728.

— Entrois facteurs : 28 =2 x 2 x 7.
Le plus petit entier n estalors: n=2%x3P x5" avec a+1=7, f+1=2 et y+1=2.
Ontrouve: a=6 , =1 et y=1,donc n=2%x3x5=960.

Conclusion, le plus petit entier naturel ayant 28 diviseurs est 960.

Exercices

Exercice 172 — methode-decomposition Décomposer 960 en produit de facteurs premiers. Quel est
le nombre de diviseurs de 960 ?

Exercice 173. Décomposer en produit de facteurs premiers 221 122. Quel est le nombre de diviseurs
de 2211227?
Exercice 174 — methode-pgcd 1. Déterminer le PGCD de 2 650 et 1 272 :
(a) alaide del'algorithme d’Euclide;
(b) al'aide dela décomposition en produit de facteurs premiers de 2 650 et 1 272.
2. Quelle est la méthode la plus efficace ? Pourquoi ?
Exercice 175. Déterminer pgcd(a; b) al’aide d'une décomposition en facteurs premiers, puis al'aide
de I'algorithme d’Euclide des couples (a ; b) suivants :
1. a=1188et bh=1485
2. a=3780et b=3528

Exercice 176. 1. Déterminer le PGCD de 428904 et 306 360 :
(a) alaide del'algorithme d’Euclide;
(b) al’aide de la décomposition en facteurs premiers de 428 904 et 306 360.
2. Quelle est la méthode la plus efficace ? Pourquoi ?

Exercice 177 — methode-diviseurs Décomposer 792 en produit de facteurs premiers. Quel estle nombre
de diviseurs de 7922 A I'aide d’un tableau ou d’un arbre déterminer tous les diviseurs de 792.
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Exercice 178. Décomposer 8316 en produit de facteurs premiers. Quel est le nombre de diviseur de
83167
ATl'aide d'un tableau ou d’'un arbre déterminer tous les diviseurs de 8 316.

Exercice 179. Trouver un nombre de trois chiffres qui soit un carré parfait divisible par 56.

Exercice 180. 1. Décomposer 2016 en produit de facteurs premiers.
2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus petite valeur de I'entier naturel k pour
laquelle k? est un multiple de 2016.

Exercice 181. Trouver tous les diviseurs de 84, puis résoudre dans N I'équation : x(x+1)(2x+1) = 84.

Exercice 182. Le produit de deux entiers naturels a et b (a < b) est 11340. On note d leur pgcd.
1. (a) Pourquoi d? divise-t-il 11340?
(b) Pourquoi d = 2% x 36,
avecO0<a<<let0<BL27
2. On sait de plus que a et b ont six diviseurs communs et a est un multiple de 5.
(a) Démontrer que d = 18.
(b) En déduire a et b.
Exercice 183 — methode-conditions-diviseurs a et 8 sont deux entiers naturels et 7 = 2938,
Le nombre de diviseurs de n? est le triple du nombre de diviseurs de 7.
1. Prouver que (@ —1)(8—-1) =3.
2. En déduire n.
Exercice 184. Un nombre n s'écrit 243f ot1 a et f sont deux entiers naturels. Le nombre de diviseurs
de 12n est le double du nombre de diviseurs de n.
1. Montrerquelona: f(a—1) =4.

2. En déduire les trois valeurs possibles pour n.

Exercice 185. Un entier n a 5 diviseurs et 7 — 16 est le produit de deux nombres premiers.
1. Prouver que n = p*, avec p premier.
2. Ecrire n — 16 sous forme d’'un produit de trois facteurs dépendant de p.

3. En déduire la valeur de n.

Exercice 186. Un détaillant de matériel audiovisuel effectue trois remises successives sur un article
qui cofitait 300 € et qu’il vend 222,87 €.
Quels sont les pourcentages (nombres entiers) des trois remises ?

Exercice 187 — Les zéros de 1000! Lexercice a pour but de déterminer par combien de zéros se ter-
mine le nombre 1 000! (factorielle mille et non « mille points d’exclamation »)

Onrappelleque: 1000!=1x2x3x---x1000.

1. Montrer qu’il existe des entiers p et g (p > 1 et g > 1) et un entier N premier avec 10 tels que :
1000! =2P x59 x N.

2. Onjustifiera clairement les questions suivantes :

(a) Combien y a-t-il de nombres inférieurs ou égaux a 1000 divisibles par 5?
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(b) Combien y a-t-il de nombres inférieurs ou égaux a 1 000 divisibles par 52 ?
(c) Combien y a-t-il de nombres inférieurs ou égaux a 1000 divisibles par 53?2
(d) Combien y a-t-il de nombres inférieurs ou égaux a 1000 divisibles par 5% ?
(e) En déduire alors que g = 249.

3. Etablir que p > g et que le nombre cherché est q.

Exercice 188 — Triplets pythagoriciens Soit p un nombre premier donné. On se propose d’étudier
I'existence de couples (x; y) d’entiers naturels strictement positifs vérifiant I'équation :

(E) x° +y2 = pz.

1. Onpose p = 2. Montrer que I'équation (E) est sans solution.

2. Onsuppose désormais que p # 2 et que le couple (x; y) est solution de I'équation (E). Le but des
questions suivantes est de prouver que x et y sont premiers entre eux.

(a) Montrer que x et y sont de parités différentes.
(b) Montrer que x et y ne sont pas divisibles par p.
(c) En déduire que x et y sont premiers entre eux.
3. Onsuppose maintenant que p est une somme de deux carrés non nuls, c’est-a-dire que :
— 242
p=u‘+v°,
ol u et v sont deux entiers naturels strictement positifs.
(a) Vérifier que le couple (| u® - v2| ; 2uv) est solution de (E).
(b) Donner une solution de I'équation (E) lorsque : p = 5, puis lorsque p = 13.
4. On se propose enfin de vérifier, sur deux exemples, que I'équation (E) est impossible lorsque p
n’est pas la somme de deux carrés.
(@) p=3etp="7sont-ils la somme de deux carrés?

(b) Démontrer que les équations :
x?+y? =9 et x> + y> = 49 n’admettent pas de couples solutions d’entiers strictement
positifs.

Exercice 189 — Théoréme d’Euclide On appelle nombre parfait un nombre dont la somme des divi-
seurs stricts est égal a lui-méme.

1. Euclide donne la régle suivante pour trouver des nombres parfaits :
«Siun nombre a s'écrit 2" (2”1 —1) et si 2**! — 1 est premier, alors a est parfait ».

Exemples : Trouver les quatre premiers nombres
parfaits.

2. Démonstration. On pose a = 2"(2"*! —1) et supposons que 2"*! — 1 est premier.
(@) Quelle est la décomposition de a en produit de facteurs premiers ?
(b) En déduire la liste des diviseurs de a.

(c) Démontrer alors que la somme des diviseurs stricts est égale a ce nombre a.
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Fiche 9

Nombres premiers

I. Le Petit Théoréeme de Fermat

I.1. Lemme

Définition 5
Une solution xy d’'une congruence f(x) = 0 modulo 7 est dite essentiellement unique si toutes les
solutions sont congrues (modulo 1) a x;.

Théoréme 9
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une congruence ax = b (modulo n) admette une
solution essentiellement unique est que les entiers a et n soient premiers entre eux.

C’est le cas par exemple lorsque 7 est premier et qu’il ne divise pas a.

Démonstration : » Sile PGCD d de a et n n'est pas égal a 1, on peut associer a une éventuelle
solution x une autre solution x’ = x définie par x' = x+ —, puisqu’alors ax’ = ax+ a n. Il ne peut
donc pas alors y avoir unicité essentielle d’éventuelles solutions, il se peut d’ailleurs qu’il n'y en
ait aucune, comme dans le cas 4.x =1 (mod 6).

o Sile PGCD est égal a 1 alors le théoreme de Bézout assure I'existence de (u, v) tel que au+bv =1,
ce qui conduit a la solution x = bu puisqu’alors ax = (au)b = b — b(vn). toute autre solution x’
est telle que n|a(x’' — x) et le théoreme de Gauss montre alors n divise x' — x, c’est a dire qu'’il
existe un entier k vérifiant x' = x + kn, c’est a dire encore que x et x’ sont congrus modulo n. [J

I.2. Son énoncé

Théoréme 10
Pour tout couple d’entiers relatifs (a, p) tel que p soit un nombre premier, a” = a (mod p).

Démonstration: Premiére preuve : Le résultat est clair si p divise a. Envisageons le cas olt p ne
divise par a. Notons f(x) le reste modulo p du produit ax ot x décrit’ensemble {1,2,..., p — 1}. On sait
d’apresle lemme quel’équation f(x) = b a une solution unique lorsque b décrit également '’ensemble
{1,2,...,p—1}. Le produit de ces solutions et le produit des nombres f(x) sont tousles deux égaux a
(p — D! puisqu’un produit ne dépend pas de |'ordre de ses facteurs.

Or le produit des f(x) est congru modulo p au produit des nombres ax, donc a a?~!(p —1)!. Il en
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résulte que p divise [a?~! —1](p—1)! et a fortiori [aP — a] (p —1)!. Comme le nombre p est premier avec
chacun des entiers 1, 2, ....,,p — 1, il est premier avec leur produit et le théoréme de Gauss permet de
conclure. g

Démonstration : Deuxiéme preuve :en exercice. ([l

Propriété 12
Pour tout couple d’entiers relatifs (a, p) tel que p soit un nombre premier et ne divise pas a, a?~! =
1 (mod p).

Démonstration : On sait que p divise a” —a or a” —a = a”~'(a—1). Le théoréme de gauss permet de
conclure si p ne divise pas a, ce qui signifie qu’il est premier avec a. U

Applications cryptographiques
La méthode RSA

La méthode RSA fut mise au point une premiére fois,mais restée secréete, par James Ellis et Clifford
Cocks le 20 novembre 1973, et retrouvée indépendamment et publiée le 4 avril 1977 par Ronald Rivest,
Adi Shamir et Leonard Adleman. (Texte issu du livre arithmétique dirigé par André Warusfel en 2002.)

Exercices préparatoires
1. Démontrer que pour tout triplet (z, p, q) d’entiers relatifs ol1 p et g sont deux entiers premiers
distincts ne divisant pas ¢, on a t?~Y@~1 = 1 modulo pgq.

2. Démontrer que sous les hypotheses de la question précédente, si e est un entier premier avec
(p—1)(g—1) alors il existe un entier d tel qu’il existe un entier ¢ vérifiant'égalité e.d =1+ ¢(p—

1(g-1).
3. Démontrer que sous les hypothese précédentes on dispose de la congruence (¢€)¢ = t (modulo
pq)

«De ces propriétés résulte la technique RSA. Soit t un texte, c’est a dire un entier représentant une
certaine information a transmette secretement a un récipiendaire R (par exemple ce texte est numé-
risé en remplagant chaque lettre de I'information par un nombre compris entre 00- le blanc- et 26-
le Z). pour simplifier, on supposera que O<t<pg. Le nombres p et g sont connus et tenus secrets par
R, mais leur produit n = pq et 'entier e, servant a 'encryption, sont publics. 'expéditeur peut donc
calculer le message m = t° ( modulo n) qu’il envoie a R, message illisible pour qui ne connait que m,
e, et n. Par contre, il devient lisible par R, qui connaissant la décomposition n = pg et donc le mo-
dule (p—1)(g — 1), e eu tout le temps de son coté de calculer I'entier d grace auquel il peut procéder
au décryptage, puisque ¢ est congru a m¢ modulo n. Toute la force du systéme résulte sur la quasi
impossibilité de résoudre la congruence t° = m out est 'inconnue ( c’est le probleme du logarithme
discret) et de pouvoir décomposer n, ce qui est le cas pour l'instant si n possede plusieurs centaines
de chiffres. » Texte écrit en 2002.

Le chiffrement RSA est complété par une procédure de signature qui est construite de facon analogue.
Si 'expéditeur veut persuader le récipiendaire R qu’il est bien I'auteur du texte t et s’il a rendu aupa-
ravant publics des entiers n' et ¢’ et calculé d’ il n’a qu’a construire le texte T contenant par exemple
son nom et son adresse, et a envoyer [ = 7@ a4 R. ce dernier en calculant ,ue’ a ainsi la preuve que
I'expéditeur est 'auteur du texte.
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Exercices

Exercice 190. 1. si p est premier et a et b entiers quelconques, démontrer que (a + b)? = a” + b?
modulo p

2. En déduire par récurrence sur n le petit théoréme de Fermat.

Exercice 191. Démontrer que pour tout coupe (p, g) d’entiers premiers supérieurs ou égauxa 11, on
dispose de la congruence (p2 — 1)(6]2 — 1)(p6 - qﬁ) = (0 modulo (2 903 040).
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Fiche 10

Divers

Exercice 192. Résoudre I'équation dans N, x? = yz.
Exercice 193. Résoudre I'équation dans N, x? + y? = z2. ( Triplets Pythagoriciens)

Exercice 194. Démontrer que le cercle d’équation x> + y? = 3 n a pas de point dont les coordonnées
sont rationnelles.

Exercice 195. Montrer que si n est un entier naturel somme de deux carrés d’entiers alors le reste de
la division euclidienne de n par 4 n’est jamais égal a 3.

Exercice 196. Montrer que sir et s sont deux nombres entiers naturels somme de deux carrés d ?en-
tiers alors il en est de méme pour le produit rs.
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