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Chapitre 10

Fiche 1

Sens de variation d’une suite
Définition et étude du sens de variation

I. Sens de variation d’une suite

Définition 17
Soit (1) une suite. On dit que :

¢ (uy) est croissante si pourtout n €N, 1, < Up41;

(uy) est décroissante si pour tout n €N, u, = Uy ;

(up) est constante si pour tout n €N, u,; = Uyy1;

(uy,) est stationnaire si elle est constante a partir d'un certain rang;

(u;) est monotone si elle est croissante ou décroissante.

Remarques
1. Une suite est dite strictement croissante (ou strictement décroissante) si I’ordre est strict dans
la définition précédente,

2. Une suite est dite croissante (ou décroissante) a partir d'un rang si les inégalités précédentes
sont vraies a partir d'un rang n.

3. Il existe des suites qui ne sont pas monotones. Par exemple, la suite définie pour tout n entier
naturel par u, = (—1)", n’est ni croissante, ni décroissante.

4. si une suite (u,) est croissante (resp. décroissante) alors la suite (—u;,) est décroissante ( resp.
croissante).

II. Différentes méthodes d’étude des variations

II.1. Méthode 1 : étude du signe de la différence u,., — u,

« Pour démontrer qu’'une suite est croissante, il suffit de prouver que, pour tout entier naturel n,
Up+1 — Up est positif.

o Pour démontrer qu'une suite est décroissante, il suffit de prouver que, pour tout entier naturel
n, Ups1 — Uy est négatif.

¢ On peut retenir que I'étude du sens de variation d'une suite numérique revient a I'étude du
signe de la différence u,+, — u,, pour un n quelconque.
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Exemples
1. Ftudier le sens de variation de la suite (u,,) définie par:

fere

Up1=Uy+5; =20

Soit n un entier naturel quelconque, w41 — U, =5.

Ce dernier nombre est positif.

Par conséquent, pour tout entier naturel n, u,; — U, est positif.
La suite (u,,) est donc croissante.

On peut remarquer que cette méthode est particulierement bien adaptée a I'étude des varia-
tions d’'une suite arithmétique.

2. Etudier le sens de variation de la suite définie par :

Uup=-5
Up1=Up+n°-2n+1; >0
Soit n un entier naturel quelconque, uy,.+1 — Uy, = n:-2n+1.
Or n2-2n+1=(n-1)2 et ce dernier nombre étant le carré d’un nombre réel, il est positif.
Par conséquent, pour tout entier naturel n, u,+; — U, est positif.
La suite (1) est donc croissante.

Un+1

II.2. Méthode 2 : comparaison a 1 du quotient
Un

o Pour démontrer qu'une suite de termes strictement positifs est croissante, il suffit de prouver
Un+1

que, pour tout entier naturel 7, est supérieur a 1.

n
o Pour démontrer qu’'une suite de termes strictement positifs est décroissante, il suffit de prou-

Un+1 . pss N
I*° estinférieura 1.

ver que, pour tout entier naturel n,
Un

¢ On peut retenir que I'étude du sens de variation d’'une suite numérique de termes strictement

Un+1

positifs revient a la comparaison de avec 1, pour un n quelconque.

Un

Exemples
1. Etudier le sens de variation de la suite définie par u,, = (n+ 1) x 3" pour tout entier naturel n.
Soit n un entier naturel quelconque, le nombre (1 + 1) x 3" est strictement positif.
Ups1  (n+2)x3"1  (n+2)x3

u, (n+1)x3" (n+1)
( ) (n+2)x3
Orn+2>n+1>0etdonc > 1, par conséquent ————— >
(n+1) (n+1)

Un+1

On en déduit que, pour tout entier naturel n, est supérieur a 1.

Un
La suite (u,,) est donc croissante.

2. Etudier le sens de variation de la suite définie par u,, = —5 x 3" pour tout entier naturel n.
Soit 7 un entier naturel quelconque, le nombre —5 x 3" est strictement négatif. Etudions donc
le sens de variation de (—u,) dont les termes sont strictement positifs.

—Uns1 5 x 3n+1
-u,  5x3n
On en déduit que, pour tout entier naturel 7,

Un+1

est supérieur a 1.
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La suite (—u,) est donc croissante et par conséquent, la suite (u;,) est décroissante.

On peut remarquer que cette méthode est particulierement bien adaptée a I’étude des varia-
tions d’une suite géométrique de raison positive.

II.3. Méthode 3 : suite définie de maniere explicite a I'aide d’'une fonction f

o Pour démontrer qu'une suite, définie de maniere explicite a 'aide d'une fonction f, est crois-
sante, il suffit de prouver que, cette fonction f est croissante sur [0 ; +ool.

o Pour démontrer qu’'une suite, définie de maniere explicite a'aide d'une fonction f, est décrois-
sante, il suffit de prouver que, cette fonction f est décroissante sur [0 ; +ool.

¢ On peut retenir que pour déterminer le sens de variation d'une suite numérique définie de ma-
niere explicite a I'aide d'une fonction f, il suffit de connaitre le sens de variation de la fonction
fsur[0; +ool.

« Attention, cette technique ne s’applique pas au cas o la suite est définie par une relation de
récurrence du type u,+1 = f(uy). Le sens de variation de f n’est pas nécessairement celui de la
suite. Voir I'exemple 2 ci-dessous.

Exemples

1. Etudier le sens de variation de la suite définie par u,, = n? + 4n + 5 pour tout entier naturel n.
Soit 7 un entier naturel quelconque, la suite est définie de maniére explicite par u, = f(n) avec
f(x) = x? +4x+5.
Or cette fonction f est une fonction polyndme du second degré dont le sens de variation est
obtenu grace a la technique étudiée en seconde.
On sait, en effet, que 'abscisse du sommet est —2, le coefficient du terme de degré 2 est positif,
donc la fonction f est croissante sur [-2 ; +oo[ et par conséquent sur [0 ; +ool.
Par conséquent la suite () est croissante.

2. Conjecturer le sens de variation de la suite définie par uy = 10 et u,,; = v/u, + 1 pour tout
entier naturel n et celui de la suite (v,,) définie par vy = 0 et v, = /v, + 1 pour tout entier
naturel n.

On remarque que le calcul des premiers termes des deux suites donne :

n Un Un
0 10 0
1 | 3,3166247904 1

2,0776488612 | 1,4142135624

2
3 | 1,7543229068 | 1,553773974
4 | 1,6596152888 | 1,5980531825

Les suites sont définies par une relation de récurrence utilisant la méme fonction croissante et
pourtant ces deux suites n’ont pas le méme sens de variation que cette fonction.
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Exercices

Exercice 317. Etudier, dans chaque cas, la mono-
tonie de la suite (u;,).

a) up=100et uy+1 = u, —3n;

b) up=>5etu,y1 =-3u,+4;

c) u,=2x5""
Exercice 318. Etudier, dans chaque cas, la mono-
tonie de la suite (u;,).

a) up=1letuyi1 =u,+n’>-3n+5;
1 n

b) un:nx(g) ;

0 up=12+22+3%+..-+n2

Exercice 319. Etudier, dans chaque cas, lamono-

tonie de la suite (u;,).

1 1 1
a) up=l+—-+-+-+—;
2 3 n
b) u,=1x2%x3x---xn;

I’l2

C) Up= on’

d) up=10et uy4q = u, +8n%—42n+55.
Exercice 320. Déterminer, dans chaque cas, le
sens de variation de la suite (u;,).

a) u,=3n-7;

b) u,=-7x3";

¢ u,=(-0,37".

Exercice 321. Déterminer, dans chaque cas, le
sens de variation de la suite (u,,).

1
a) un:—5n+5;

1
b) un=—§><5";

12
c) un:—SX(E) .

Exercice 322. Déterminer, dans chaque cas, le
sens de variation de la suite (u,).

n—-1

a) up= 3 )
1n-1
b) u,= 3 )
4 n
c) un:(—g) .

Exercice 323. Déterminer, dans chaque cas, le
sens de variation de la suite (u,).

p— 11 .
a) Un=Tou’
b) uozletunH:E;
2 Uy 10
B 11
c) ug—letun—un+1—1—0.

Exercice 324. Etudier, dans chaque cas, le sens
de variation de la suite (u,) a partir de celui d'une
fonction.

a) u,=-n*-3n+9;
3n+2

n+1’

c) u,=n®-n.

Exercice 325. Ftudier, dans chaque cas, le sens
de variation de la suite (u,) a partir de celui d'une
fonction.

a) U, =9n%-9n+2;
b) u, =n3-12n?+45n;

c) up,=@Bn-11%
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Fiche 2

Sens de variation d’une suite
Approche de la notion de limite

I. Limite infinie - exemple

Soit (uy) la suite définie pour tout n € N par u, = 3n+6. La suite (i) est arithmétique; elle a pour
raison 3 qui est un nombre strictement positif, donc la suite (u,,) est croissante.

On peut alors se poser alors la question suivante :

Quel que soit le nombre réel A, aussi grand soit-il, existe-t-il un rang a partir duquel tous les termes
de la suite sont supérieurs a A ? Autrement dit, existe-t-il un entier ny a partir duquel tous les nombres
U, sont supérieursa A?

Examinons le cas A = 1000.

Soit n un entier naturel.

U, > A < 3n+6 1000

994

Or KN =~ 331,3 tronqué au dixieme.

Dongc, a partir du rang 332, tous les termes de la suite sont supérieurs a 1000.

On montrerait de méme que pour tout réel A, il existe un entier ng tel que, pour tout n supérieur a
ng, U est supérieur a A.

Définition 18
Si quel que soit le réel positif A choisi, il existe un rang ng a partir duquel tous les termes de la
suite sont supérieurs a A, on dit que la suite (u,) a pour limite +oo (ou diverge vers +o0o) quand n
tend vers +oo.
On note u,

+ooou U, — +ooou lim wu,;=+oco.
n—+oo

n—+oo

Remarque
Une suite qui a pour limite +oo n’est pas nécessairement monotone croissante.
Exemple : la suite de terme général n + (—1)" n’est pas monotone mais a pour limite +oo.
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II. Limite nulle - exemple

3
Soit (1) la suite définie pour tout entier n strictement positif par u,, = —.
n

3
Pour tout entier n strictement positif, on a u,, = f(n) avec f : x — — qui est décroissante sur 'inter-
x

valle 10 ; +ool; par conséquent, la suite (u,) est décroissante.

En observant les premiers termes de la suite, on peut conjecturer que les termes u, « se rapprochent
de plus en plus de 0 Lorsque n devient grand ». On peut alors se poser alors la question suivante :

Quel que soit le nombre a positif, aussi proche de 0 soit-il, existe-t-il rang a partir duquel tous les
termes de la suite vérifient 0 < u;, < a? Autrement dit, existe-t-il un entier ny a partir duquel tous les
nombres u, vérifient 0 < u, < a?

Examinons le cas a = 0,001.

Soit 7 un entier naturel.

3

O<u,<a< 0<—<0,001
n

3

g

n —
0,001
n = 3000

VoA

—
Ainsi, a partir du rang 3000, I'écart entre le nombre u,, et 0 est inférieur a 0,001.

On montrerait de méme que pour tout réel a strictement positif, il existe un rang ny tel que, pour tout
n supérieur a ng, ona 0 < u, < a.

Définition 19
Si quel que soit le réel strictement positif € choisi, il existe un rang ny a partir duquel tous les
termes de la suite sont strictement compris entre —¢ et € on dit que la suite (u,) a pour limite 0
(ou converge vers 0) quand 7n tend vers +co. On note u,

Oouu, —O0ou lim u,=0.
n—+oo

n—+

Remarque

Une suite qui a pour limite 0 n’est pas nécessairement monotone.
n

Exemple : la suite de terme général n’est pas monotone mais a pour limite 0.

III. Suite "admettant pas de limite

Soit (u,,) la suite définie pour tout n entier naturel par u, = (-1)".
Ona:ug=1l;u1=-1;up=1;uzs=—-1;us=1;...

» Tous les termes sont inférieurs a 2. Par conséquent, la suite n’a pas pour limite +oo.
» Tous les termes sont supérieurs a —2, par conséquent, la suite n’a pas pour limite —co.
¢ Iln’existe aucun nombre dont « se rapprochent » les termes de la suite.

On dit que la suite (u,,) diverge et n’admet pas de limite.
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Exercices

Exercice 326. A l'aide de la calculatrice, afficher
le tableau de valeurs des suites (u,) et (v,) défi-
nies pour tout 7> 0 par up, = — et v, = nd.
n
1. Quelle semble étre la limite de la suite (uy)
lorsque n tend vers +oo?

2. Quelle semble étre la limite de la suite (v},)
lorsque n tend vers +oco0?

Exercice 327. Soit (u,) et (v,) les suites défi-

1 n
nies pour tout entier naturel n par u, = (5) et

v, =1,3". On a calculé les premiers termes de la
suite dans une page de tableur :

A B C
n u(n)

v(n)

0,5 1,3
0,25 1,69
0,125 2,197
0,0625 2,8561

1o v s wn =
1d|w|Nn (k|

1. Quelle formule faut-il écrire en B2 pour
que, recopiée vers le bas, on obtienne le cal-
cul des valeurs des termes de la suite (u;,) ?

2. Méme question avec les valeurs des termes
de la suite (v;) pour la cellule C2.

3. Afficher les valeurs des termes des deux
suites jusqu’a n = 50.

4. Quelle semblent étre les valeurs de lirP Uy
n—+oo

et lim

v,
n—+oo n

Exercice 328. On a représenté graphiquement
les premiers termes d’une suite (u,).

Conjecturer graphiquement la limite de la suite
(uy) lorsque n tend vers +oo.

Exercice 329. On a représenté graphiquement
les premiers termes d’'une suite ().

[ ]
154 f
(<)
o
10¢ °
[ ] [ ]
[ [ ]

5 [ ] o

[ ] °

[ ] L]

(<] o
11 ‘ .
A v . 20 30
.......

Conjecturer graphiquement la limite de la suite
(uy) lorsque n tend vers +oo.

Exercice 330.

1. A l'aide d’une calculatrice, afficher le ta-
bleau de valeurs des suites (u;,) et (v,,) défi-

nie par u, = vnetv,=—

Toujours a l'aide de la calculatrice, afficher
la représentation graphique des suites pou
n compris entre 0 et 100 en choisissant,
a l'aide du tableau de valeurs, une fenétre
adaptée.

2. Quelle semble étre la limite de la suite (u,,)
lorsque n tend vers +oo?

3. Quelle semble étre la limite de la suite (v;,)
lorsque 7 tend vers +oco?

Exercice 331. Soit (u;) et (v,) les suites définie
sur N par :

up=3 V=3
et 3
Up+1 =2Up—5 Un+1 = Zvn_S

On a calculé les premiers termes de chacune des
suites dans une page de tableur :

A B c©

n u(n) v(n)

3 2
1 3,5
3 7,625
-10,71875
-27] -13,039063
-59| -14,779297

N o v A wN o

vlslw|nv|e|o
N
=

1. Quelle formule faut-il écrire en B3 pour
que, recopiée vers le bas, on obtienne le cal-
cul des valeurs des termes de la suite u;, 2

2. Méme question avec les termes de la suite
(vy) pour la cellule C3.
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3. Afficher les valeurs des termes des deux
suites jusqu’a n = 50.
4. Quelle semblent étre les valeurs de lirP Uy
n—+oo

et lim v,?
n—+oo

Exercice 332. On a construit sur le graphique
suivant les premiers termes d’une suite (u;,).
/

/

/
/

d

Ug

/10 1 2
uq |U3 Us

R =
uz

4

/

/

/

D’apres ce graphique, que peut-on conjecturer
sur le comportement de u; lorsque n tend vers
+00?

Exercice 333. On a représenté sur le graphique
suivant les premiers termes d’une suite (u;,).

Te
104

1 °

- °

°

] .,

54 °

] 'O.ooooooo...........
14
(')'IZI'|"‘l‘llO'I"”‘HZ'O”l‘I'|‘l3‘0

D’apres ce graphique, que peut-on conjecturer
sur le comportement de u;, lorsque n tend vers
+00?

Exercice 334.

1. Soit (1) une suite arithmétique de raison 2
et de premier terme 4. Conjecturer la limite
de la suite (u;,) lorsque n tend vers +oo.

. Soit (v,) une suite arithmétique de raison
—2 et de premier terme 4. Conjecturer la
limite de la suite (v;) lorsque n tend vers
+00.

Exercice 335. Soit (1;;) une suite arithmétique de
raison r et de premier terme .

1. Conjecturer la limite en +oo de la suite (u,)
lorsque r > 0.

2. Conjecturer la limite en +oo de la suite (1)
lorsque r < 0.

Exercice 336. On considere les suites (u,,), (v,,) et
(wy,) définies par :
1

2
U,=—;v,=—etw,=— pourn>0.
n’ n? n2 P

1. ATlaide de la calculatrice (tableau de valeur
ou graphique) ou d’'un tableur, conjecturer
la limite en +oo de chacune des suites.

2. Conjecturer alors la limite en +oo des suites

définies pour n >0 par:
1 2 1

rn:3+;;sn:?—ﬁ.
Exercice 337. On considereles suites (u,,), (v,) et
(wy,) définies par :

Up=n;v,=n’etw,=(-n) pour neN.

1. ATlaide de la calculatrice (tableau de valeur
ou graphique) ou d’'un tableur, conjecturer
la limite en +oo de chacune des suites.

2. Conjecturer alors la limite en +oco des suites
définies pour n >0 par:
r,=-n?%;s,=(-n)3-100 et t,, = n® + n.

Exercice 338. On considereles suites (u,,), (v,,) et
(wy) définies par :

u,==D"; vy

_1\n
= 1) etw,=3+(-D".
n

A T'aide de la calculatrice (tableau de valeur ou
graphique) ou d’un tableur, conjecturer la limite

en +oo de chacune des suites.
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